maths-facile.eu - Corrigé des exercices - lere

Fonction exponentielle

Corrigé détaillé des exercices du chapitre. Vérifie tes réponses étape par étape et
corrige-toi.

1 Simplifier des produits et quotients xxx

a. exe’=¢e"" =2

b. (e2)3 = o3 = @b

c.e/e*=e""=¢’

d.1/e?=e"?=¢%

e. e x e” = e,

f. (e’ =e? puise™ x e =e™

g. e x ' = ™ = o?: ’expression ne dépend pas de x.

2 Vrai ou faux ? (justifie) xxx

a.
b.
C.
d.
e.
f.
g.

Vrai : exp(0) = 1 par définition.

Faux : "™ = e x e°. Contre-exemplea=b =0 e’ =1 alors que e’ +e’ =2,
Faux : e* > 0 pour tout x.

Vrai: (e¥)’ = e* x e = e = e,

Faux : exp est strictement croissante sur R, donc aussi sur ]—o ; 0].

Vrai: —3 < —2 et exp est strictement croissante (e = 0,050 et e™* = 0,135).
Vrai : c’est la propriété « la courbe est au-dessus de sa tangente en 0 ».

3 Valeurs approchées a la calculatrice xxx

a)e'”=4,482;b)e ™ =0,741 ;c) e*° = 12,182 ;d) e* = 0,301 ; e) *' = 1,105.

Rangement : I'exponentielle est strictement croissante, donc il suffit de ranger les
exposants: —1,2 < -0,3<0,1<15<25 Donce ™ < e <e” <e <e” cequi
est cohérent avec les valeurs.

4 Equations avec des exponentielles *xx

a.e”*=e’e2x=5ex=2,5.5 = {2,5}.

b.1=¢’,donce* ' =e"®3x—-1=0ex=1/3.S = {1/3}.

c.e¥=e" eox2=4x—-3ex2-4x+3=0.A=16-12=4,doncx=4-2/2=1
oux =4+4+2/2=3.S = {1; 3}. (Vérification:12=4x1 -3 v ;32=4x3 -3 =9
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/)
d. € > 0 pour tout x, donc e* = —2 est impossible. S = @.
e.e=¢e,donce”™ =e'e2x+1=1x=0.5 = {0}.

5 Inéquations avec des exponentielles xx %

a. L'exponentielle est strictement croissante : e* < e e x< -2.S = ]-» ; =2[.
b. e z=e¥*e —x+1=3xe1l=24xox=<1/4.S = ]-» ; 1/4].
c.l=e":e*’>e’e2x-3>0ex>15S=11,5; +ol.

d. e >0donce*+1>1>0pourtoutx.S = R.

ax+b

6 Dériver des fonctions avec e * % K

3e3x
_2e—2X+1

Fi(x) =
Cf(x) =
. f(x) =5 % (-0,4) e = —2e™"*
. e =¢e" doncf'(x) = 0,5 "
 fi(x) =4 -2 =4 - 2e™.

. f(x) = e* + 2x.

-~ O O Nn T 9

7 Etudier un signe xxx

On utilise e > 0 : une exponentielle ne change jamais le signe d’un produit.

a. (x — 3)e* a le signe de x — 3 : négatif pour x < 3, nul en 3, positif pour x > 3.

b. —4e™ : on multiplie un nombre strictement positif par —4, donc strictement
négatif pour tout x.

c. €+ 1> 0, donc I'expression a le signe de 2 — x : positive pour x < 2, nulle en 2,
négative pour x > 2.

d. x2+1=1>0ete >0 :strictement positif pour tout x.

8 Développer et réduire xxx

e+ 1)(e*=1)=(e)2—-1=e>*-1.
(e +2)2=(e)2+4e" + 4 = e™ + 4e* + 4.
Lefer+ee¥=e" +e¥ =1+ e

X

. (e”)2 = e¥, puis e/ &> = e~

Qn oo

9 Tangentes a des courbes exponentielles *x x x

On applique y = f’(a)(x — a) + f(a).

a. f(0) =1, f'(x) = 2e*, f'(0) = 2. Tangente:y = 2(x — 0) + 1, soity = 2x + 1.
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b. f(1) =e, f'(1) =e.Tangente:y=e(x—1)+e=ex —e + e, soity = ex (elle
passe par l'origine).

c. f(1/2) =e” =1;f'(x) = 2>}, donc f(1/2) = 2e” = 2. Tangente : y = 2(x — 1/2) +
1=2x-1+1, soity = 2x.

10 Retrouver les parametres sur une courbe *xx

a. f(0) = Ae” = A, et f(0) = 3 d’aprés le point A: A = 3.

b. f(2) = 3¢ =3/e=3e", donce*=e ' o2k =-1ek=-0,5.Commek <0, fest
strictement décroissante : f(x) = 3e™*.

. f'(x) =3 x (=0,5)e™* = —1,5e™**, donc f'(0) = —1,5. Tangente : y = —1,5x + 3.

d. f(4) = 3e”?* = 0,406.

@]

11 Etude de f(x) = (x + 1)e* xxx

X

a. f=uvavecu(x)=x+1,u"'=1,v(x)=e,v =€ Doncf'(x) ="+ (x+ 1)e" =
(x + 2)e”.
b. e > 0:f’(x) alesigne de x + 2, négatif pour x < —2 et positif pour x > —2.

NI

c. Le minimum est f(-2) = (-1)e? = —e*> = —-0,135.
d (x+1)e*=0ex+1=0(care*=0) e x =-1.

12 Etude de f(x) = (2x — 1)e™ ***

a. ux)=2x—-1,u"'=2,vix) =e
+ 1)e™ = (3 — 2x)e™.
b. e*>0:f’(x) alesigne de 3 — 2x, positif si x < 1,5, négatif si x > 1,5.

ENEINEEENE

c. Maximum : f(1,5) = (3 — 1)e™*° = 2e™** = 0,446.
d. f(x) =20e2x—-1=0(care*>0)ex=0,5.5S =[0,5; +x[.

ov(X)= e f (X)) =27 = (2x —1)e7* = (2 — 2x

13 Equations a factoriser xx*

a.e#0doncx—1=0.S = {1}.
b. e —e*=ee*-1)=0ee*=1=¢e"ox=0.5 = {0}.
c. Xe+e'=(x+1)e =0ex=-1.5= {-1}.

d e”=ee2x=x+3ex=3.5={3}.
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e. €+ 1>0doncleproduitestnulex—4=0.5 = {4}.

14 Démontrer des identités xxx

X

a. (eF—e™2=e*-2ee " +e > =e¥-2+e* Onajoute 4 :e™ + 2 + e, quiest
bien le développement de (e* + e™)2. v

b. On multiplie le numérateur et le dénominateur de la fraction de droite par €* (non
nul): 1/(L+e™)=¢e"/(e"+ee)=¢e"/(e"+1). v

c. On multiplie par € le numérateur et le dénominateur de la fraction de droite : (1 —
e)e =e‘—1let(l+e)e =e‘+ 1. 0Onobtient (e*—1)/(e*+1). v

15 Une suite géométrique en disguise xxx

a. U,,, = 37" = 379" x 7% = ¢7%? u,. La suite est géométrique de raison q =
e %’ = 0,819 et de premier terme uo = 3.

b. 0 <g<1etuo> 0:lasuite est strictement décroissante.

C. u; = 3e ' = 1,104.

d. Onteste: u,, = 3¢7>* = 0,1001 > 0,1 et u,; = 3e>° = 0,0820 < 0,1. Comme la
suite est décroissante, le plus petit entier est n = 18.

16 Culture de bactéries xxx

a. N(0) = 500e’ = 500 bactéries.

b. N(3) = 500e”° = 1230 bactéries.

c. N’(t) =500 x 0,3 e** = 150e”*. N "(0) = 150 : au départ, la population augmente
a la vitesse d’environ 150 bactéries par heure. N ’(t) > 0 : N est croissante.

d. N est strictement croissante. N(9) = 500e*’ = 7440 < 10 000 et N(10) = 500¢e°> =
10043 > 10 000. Le seuil est dépassé au bout de 10 heures.

5
5

17 Désintégration d’un échantillon x*xx

a. m(0) = 80 g. Ici k = —0,05 < 0 : décroissance exponentielle (m '(t) = —4e™*%*
< 0).

b. m(10) = 80e™*° = 48,52 g.

c. m(13) = 80e™%® = 41,76 > 40 et m(14) = 80e™°’ = 39,73 < 40. Comme m est
décroissante, le premier entier est 14 jours (la demi-vie est un peu inférieure).

18 Déterminer f(x) = A e avec deux conditions *x*

a. f(0) =Ae’ =A donc A = 5. Puisf'(x) = Ake”etf’(0) = Ak =5k =-2,donck =
—-0,4. Ainsi f(x) = 5e7%*.

b. y=f(0)(x —0) + f(0) = —2x + 5.

c. f(5) =5e7 = 0,677.
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19 Conséquences de l'inégalité e* = x + 1 xx %

—X

a. On applique lI'inégalité auréel —x: e = —-x+1=1—-x. v

b. Six<1,alorsl —x>0.Dee™=1- x>0, on passe aux inverses (qui
renversent I'ordre pour des nombres positifs) : 1 / e < 1/1-x, c’est-a-dire e* <
1/1-x. v

c. Avecx=1/n:e" =1+ 1/n > 0. On éleve a la puissance n (la fonction t » t" est
croissante sur [0 ; +[) : ()" = (1 + 1/n)". Or (e'")" = e' = e. Donc (1 + 1/n)" <
e.Pourn=10:1,1"=2,5937 <e = 2,7183. v

d. Avecx=-1/n:e=1-1/n=0 (carn = 2). En élevant a la puissancen : e' =
(1 —1/n)". Pourn=10:0,9" = 0,3487 <e* = 0,3679. v

1/n

20 Les solutions de f' = f x %%

a. ¢'(x) =f'(x)e™ + f(x) x (—e™) = (f'(x) — f(x)) e*=0carf’ =f. Une fonction
dérivable de dérivée nulle sur R est constante : @ est constante, égale a ¢(0) =
f(0)e” = (0).

b. Donc f(x)e™ = f(0) pour tout x ; en multipliant par e* : f(x) = f(0)e”. Les solutions
de f " = f sont donc toutes les fonctions x » C e”.

c. f(x) = f(0)e* avec f(0) = -2 : f(x) = —2e™.

d. g(x) = g(0)e*, donc g(1) = g(0) x e = e, d’ol g(0) = e. Ainsi g(x) = e x e* = e**'.
Vérification : g(1) = e* v.

21 Une fonction avec un quotient xxx

a. f=u/vavecu(x) =e* -2, u"=¢e, vix) =e*+ 1, v =e¢e" Alors f'(x) =
[numérateur] / (e* + 1)? avec [numérateur] = e*(e* + 1) — (e* — 2)e*. Numérateur :
ef(e*+1) — (e —2)] =e* x 3. Donc f'(x) = 3e*/ (e* + 1)2.

b. Pour tout x, 3e*>0et(e"+ 1)2> 0:f’(x) > 0, donc f est strictement croissante

sur R.
EIEINE
00 [
100 I

(f(0) =1-2/1+1 = -0,5.)

c. 1 —3/(e"+1) = (e"+1-3)/ (e"+1) = (e’-2) / (e"+1) = f(x). v (Cette écriture
montre aussi que f(x) < 1 pour tout x.)
d. f(0) = —=1/2 et f(0) = 3/4. Tangente : y = 3/4x — 1/2.

22 Fonction « sinus hyperbolique » xxx

a. f(—x) = (e’—e") /1 2 = —(e"-€") / 2 = —f(x). La fonction est impaire : sa courbe est
symeétrique par rapport a I'origine.
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b. f'(x) = (e’+€") / 2 (car la dérivée de e™ est —e™). C'est une somme de deux
nombres strictement positifs : f'(x) > 0 et f est strictement croissante sur R.

c. f(x) =0e e =e"ex=—-xex=0.Comme f est strictement croissante et f(0) =
0:f(x) <0 pourx < 0etf(x)>0pourx=>0.

d. (e” —e™)2=¢e"-2+ e =0 (uncarré). Donc e + e™ = 2, avec égalité
seulement pour x = 0.

23 Etude de f(x) = (X2 + x)e™ x*%

a. uxX)=x2+x,u'=2x+1l,v=e" v =—e " f'(x)=2x+ 1)e7" - (X2 + x)e" =
(=x2+x+1)e™ v

b. A=1+4=5>0,racines x, = 1-V5/2 = —0,618 et x, = 1+V5/2 = 1,618. Le
trindbme —x? + x + 1 (coefficient de x? négatif) est positif entre les racines et
négatif a I'extérieur. Comme e™ > 0, f " a le méme signe.

c. f est décroissante sur ]—« ; x,], croissante sur [X; ; X,], décroissante sur [x, ; +[.

BRI EENEE
m v -0,438 ~ 0,840 ~

Valeurs : f(x,) = (2 — V5)e"””™? = —0,438 (minimum local) et f(x,) = (2 +
V5)e "2 =~ 0,840 (maximum local). (On utilise x2 = x + 1 pour les racines, donc
X2+ x=2x+1.)

24 Refroidissement d’une boisson xxx

a. T(0) =20 + 60 = 80 °C. T(10) = 20 + 60e™* = 20 + 22,1 = 42,1 °C.

b. T'(t) =60 x (—=0,1)e™ %" = -6 x e ”** < 0 : T est strictement décroissante. At = 0,
T’(0) = —6 : la boisson perd environ 6 °C par minute au début.

c. 60e™** > 0, donc T(t) > 20 : la boisson se rapproche de la température de la piéce
sans jamais |'atteindre.

d. T(t) < 30 ® 60e™*" < 10. T(17) = 30,96 > 30 et T(18) = 20 + 60e™*® = 29,92 < 30.
La boisson passe sous 30 °C au bout de 18 minutes.
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