maths-facile.eu - Cours de maths - lere

Produit scalaire

Le produit scalaire est un outil a deux vecteurs qui donne un nombre. |l permet de
calculer des angles et des longueurs, de reconnaitre des droites perpendiculaires et
d’écrire des équations de droites et de cercles. Aprés ce chapitre, tu sauras le calculer
de plusieurs facons et choisir la plus efficace selon les données de I'’énoncé. Mathbot
t’accompagne pas a pas !

1. Rappels : vecteurs, norme, angle

Dans un repére orthonormé (O ; 1, J), le vecteur AB a pour coordonnées (Xs — X, ; Ys — Y.)-
Sa norme, notée |AB||, est la longueur AB.

Norme en coordonnées

Dans un repere orthonormé, si U a pour coordonnées (x ; y), alors |a] = vV(x2 + y?).

Deux vecteurs non nuls AB et AC de méme origine A forment un angle géométrique noté
BAC, compris entre 0° et 180°. Si U et V sont deux vecteurs non nuls, leur angle est celui
gue forment deux représentants de méme origine.

C

v

Exemple

Pour U(3; —4), on a ||U]] = V(9 + 16) = v25 = 5.

2. Définition du produit scalaire

Produit scalaire (norme et angle)

Soit U et V deux vecteurs. Le produit scalaire de U et V, noté ti - V, est le nombre réel
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-V =|d] x V] x cos @

ou B est I'angle formé par U et V. Si I'un des deux vecteurs est nul, le produit scalaire
est égal a 0.

Le résultat est un nombre, pas un vecteur. Son signe dépend de I'angle : positif si I'angle
est aigu, négatif s’il est obtus, nul s'il est droit.

Projeté orthogonal

Le projeté orthogonal d'un point C sur une droite (AB) est le point H de (AB) tel que
(CH) est perpendiculaire a (AB).

) 4

Définition par projection
Soit A, B, C trois points avec A # B, et H le projeté orthogonal de C sur (AB). Alors :
AB - AC = AB - AH

e si AH et AB ont le méme sens : AB- AC = AB x AH ;
e s'ils sont de sens contraires : AB - AC = — AB x AH.

Justification. Dans le triangle AHC rectangle en H, AH = AC X |cos 9| ; le signe de cos 6
indique si H est « devant » ou « derriére » A sur la droite (AB). On retrouve bien AB x AC X
cos 6.

Exemple 1

On a AB =5 cm et le projeté H de C sur (AB) vérifie AH = 3 cm, avec H du méme coté
que B. Alors AB - AC = 5 x 3 = 15. Si H était de I'autre c6té de A, on aurait — 15.

Exemple 2
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Soit U et Vv avec |U|| = 6, |[V|]| = 4 et un angle de 60°. Alors U -V =6 X 4 X cos 60° = 24
x 1/2 = 12.

Cas des vecteurs colinéaires

Si U et V sont colinéaires de méme sens, U - V = ||U] X ||V|] ; de sens contraires, U - V
= — ||U|| x ||V]|. En particulier &t - & = ||t||?, que I'on note aussi U2.

3. Produit scalaire en coordonnées

Expression analytique
Dans un repéere orthonormé, si t(x ; y) et V(x"; y), alors :

U-v=xx+yy

Démonstration. On utilise I'identité U - v = 1/2(]|U + V|2 — ||T]|> — ||V]|?) démontrée en partie
4. Comme U + V a pour coordonnées (x + X" ; y + Yy’), on obtient 1/2((x + x)2 + (y + y)? —
X2 —y?2 —x?2 —y?)=1/2(2xx" + 2yy’) = xxX" + yy'.

Exemple

u(3;1l)etv(=2;5):0-v=3x(-2)+1x5=-6+5=-1.

Méthode : calculer un angle avec les coordonnées

1. Calcule U - V avec les coordonnées.
2. Calcule les normes ||U] et |V].
3. Déduis cos 8 = T -V / (||T]| x |IV]]), puis 8 avec la touche cos™* de la calculatrice.

Exemple : G(1;2)etV(3;-1).0nad-v=3-2=1,|d] =V5, ||v|] = v10. Donc cos 6
= 1/V50 = 0,14 et 6 = 81,9°.

Piege
La formule x X" + y y’ n’est valable que dans un repere orthonormé. Et ne confonds

pas avec le déterminant x y’ — X"y, qui sert a la colinéarité.

4. Propriétés et regles de calcul

Propriétés
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Pour tous vecteurs U, vV, w et tout réel k :

e symétrie: U -V=V-0U;
e bilinéarité : G- (V+W)=U0-V+U-wet(kd) - Vv=Kk(U-V);
el -U=|U)2=0.

Ces regles ressemblent a celles du développement des nombres : on peut développer et
factoriser.

Identités remarquables

e u+vz=|uz+20-v+]|v|?
e o —v|z=u]z-20-v+]|v|?
e (W+ V) (U-V)=af*— v

=

Démonstration de la premiére. U+ V|2 =(U+V)- (U+V)=0-U+U-V+V-U+V-V=
[UGJI2 + 2 T -V + |V|]?. La deuxieme se démontre de la méme facon.

Formules de polarisation
U-v=1/2(]a + V[> - [ul]* - [|v]*) etd - v = 1/2 (JJa]]* + [V]> - [lu — V]?).

1/2 (AB2 + AC2 — BC?), car AB — AC =

En particulier, pour un triangle ABC : AB - AC
CB.

Exemple

Dans un triangle ABC avec AB =5, AC=8etBC=7:AB:-AC = 1/2 (25 + 64 — 49) =
40/2 = 20. Donc cos A = 20/40 = 1/2 et I'angle en A mesure 60°.

Astuce

Pour calculer un produit scalaire, choisis la formule selon les données : coordonnées -
x X'+ yy ; deux longueurs et un angle —» norme et angle ; les trois cotés —»
polarisation ; un projeté orthogonal connu - projection.

5. Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux
Deux vecteurs U et Vv sont orthogonaux si et seulement si @ - v = 0. Pour trois points,
(AB) L (AC) & AB - AC = 0.
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C’est une conséquence de la définition : si les deux vecteurs sont non nuls, le produit est
nul exactement quand cos 6 = 0, donc 6 = 90°. Par convention, le vecteur nul est
orthogonal a tout vecteur.

Exemple

U(4;—-2)etV(l;2):U-vVv=4-4=0,doncils sont orthogonaux. Dans un repéere, un
vecteur directeur de la droite d’équation ax + by + c = 0 est (—b ; a), et le vecteur (a;
b) lui est orthogonal.

Méthode : prouver qu’un triangle est rectangle

Calcule les coordonnées de deux vecteurs issus du méme sommet, puis leur produit
scalaire. S’il vaut 0, le triangle est rectangle en ce sommet. Sinon, on teste un autre
sommet.

Piege

Un produit scalaire nul ne veut pas dire qu’un vecteur est nul : U - V = 0 signifie i = 0
ouv=0oulLV.

6. Formule d’Al-Kashi

Théoreme d’Al-Kashi (loi des cosinus)
Dans un triangle ABC, aveca =BC,b=ACetc =AB:
az=b2+c2-2bccosA

Demémeb2=a2+c2—2accosBetc2=a2+b2—-2abcosC.

Démonstration. BC2 = |AC — AB||2 = AC2 + AB2— 2 AB - AC = b2 + c2— 2 b c cos A.
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Quand A = 90°, cos A = 0 : on retrouve le théoréme de Pythagore. La formule d’Al-Kashi
le généralise a tous les triangles.

Méthode

* Longueur manquante : on connait deux cotés et I’angle entre eux. Exemple : AB
=5 AC=8,A=40°.BC2=25+64 —2 x5 x 8 x cos 40° = 27,72, donc BC =
5,26.

» Angle : on connait les trois cétés. On isole : cos A = (b2 + c2 — a2) / (2bc).

Exemple (trois cotés)

Triangle avec BC =5, AC=6,AB=7.cosA=(36 +49 —25)/(2 x 6 x 7) = 60/84 =
5/7, donc A = 44,4°. cosB = (25 +49 —36)/(2 x5 x 7) = 38/70 = 19/35, donc B =
57,1°et C = 180 — 44,4 — 57,1 = 78,5°.

7. Théoreme de la médiane

Théoreme de la médiane
Soit A et B deux points, | le milieu de [AB] et M un point quelconque. Alors :
MA? + MB2 = 2 MI? + AB?/2

On a aussi MA2 — MB2 = 2 IM - BA et MA - MB = MI2 — AB?/4.

Démonstration. On écrit MA = Mi + 1A et MB = MI + IB avec IB = — IA. Donc MA - MB = (M
+ 1A) - (Mi — 1A) = MI2 — |A2 = MI2 — AB?%/4. En ajoutant MA2 + MB2 = 2 MI2 + 2 IAZ (les
termes en Mi - IA s’annulent), on obtient 2 MI2 + AB2/2.

Exemple

AB =6, MA =7, MB = 5 et | milieu de [AB]. MI? = (MA% + MB?) / 2 — AB?/4, soit MI? =
(49 + 25)/2 —9 =37 — 9 =28. Donc Ml = V28 = 2Vv7 = 5,29. C’est la longueur de la
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médiane issue de M dans le triangle MAB.

8. Equation d’une droite et vecteur normal

Vecteur normal

Un vecteur normal a une droite d est un vecteur non nul orthogonal a un vecteur
directeur de d.

Equation cartésienne

Dans un repére orthonormé, la droite passant par A et de vecteur normal fi(a ; b) est
I’ensemble des points M tels que AM - it = 0. Elle a une équation de laformeax + by
+ ¢ = 0. Réciproguement, la droite d’équationax + by + c = 0 (avec (a; b) = (0; 0))
a pour vecteur normal A(a ; b).

Justification. Si M(x ; y) et A(x, ; y,), alors AM - i = a(x — x,) + b(y — y,) = 0, ce qui s’écrit a
X+by+c=0avecc=—-ax,— by,

Méthode
1. Repére un point A de la droite et un vecteur normal fi(a ; b).
2. Ecris a(x — x,) + b(y —y,) = 0.
3. Développe et ordonne:ax + by + c=0.
4. Vérifie avec les coordonnées de A.

Exemple : A(1;4)etn(2; -3).0na2(x—1)—3(y —4) =0, soit2x — 3y + 10 = 0.
Contréle:2 —-12+10=0v.

Astuce
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Deux droites sont perpendiculaires si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux. Une
droite perpendiculaire a ax + by + ¢ = 0 a une équation de la forme bx — ay + ¢ = 0.

9. Equation d’un cercle

Cercle de centre et de rayon donnés

r2,

Le cercle de centre Q(a ; b) et de rayon r > 0 a pour équation (x — a)2 + (y — b)?
Développée : x> + y2 —2ax —2by + (a2 + b2 —r?) = 0.

Exemple

Centre Q(—1;3),rayon2:(x+1)2+(y—3)2=4,s0itx>2+y2+2x -6y +6 =0 (carl
+9 -4 =6).

Cercle de diametre [AB]

Le cercle de diamétre [AB] est I'’ensemble des points M tels que MA - MB = 0. Son
centre est le milieu de [AB] et son rayon est AB/2.

C'est la propriété du triangle rectangle inscrit dans un demi-cercle, écrite avec le produit
scalaire (grace au théoréme de la médiane : MA - MB = MI2 — AB?/4 = 0 & M| = AB/2).

Exemple

A(1; 1) et B(5; 3). M(x ; y) est sur le cercle de diametre [AB] si (x — 1)(x — 5) + (y —
1)(y — 3) =0, s0itx2+y?> —6x — 4y + 8 = 0. Centre (3 ; 2), rayon v5 car (x — 3)2 + (y
— 2)2=5.

Méthode : reconnaitre un cercle
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A partir de x2 + y2 + px + qy + s = 0, on passe a la forme canonique : (x + p/2)? + (y +
q/2)? = p%2+q?/4 — s. Si le second membre est strictement positif, c’est un cercle ; s’il
est nul, un seul point ; s'il est négatif, I'ensemble est vide.

Méthode : tangente a un cercle

La tangente en un point A du cercle de centre Q est la droite passant par A et de
vecteur normal QA. Son équation s’écrit QA - AM = 0.

A retenir

U- V= x |V] X cos ©; avec un projeté : AB - AC = = AB x AH.

En repére orthonormé : i * v = x X" + y y et |U] = V(X2 + y?).

Regles : symétrie, bilinéarité, U - U = |U|?, identités remarquables.

AB - AC = 1/2 (AB2 + AC? — BC?).

e Orthogonalité : i L Ve -V =0.

e Al-Kashi : a2 = b2 + ¢2 — 2 b c cos A ; il généralise Pythagore.

e Médiane : MA2 + MB2 = 2 MI2 + AB2?/2 et MA - MB = MI2 — AB?/4.

e Droite : vecteur normal (a ; b) = équationax + by + c=0.

e Cercle : (x — a)?2 + (y — b)2 = r2; cercle de diamétre [AB] : MA - MB = 0.
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